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プロ A 級ライセンス課題                   2009.11.29.提出 
 
１．「なぜこの方程式は解けないのか？」 マリオ・ルヴィオ／著 
 
問１．次の 3次方程式をカルダノの公式で、4次方程式はフェラリの解法を用いてそれぞれ
解きなさい。 

（１） 04153 =!! xx  
（２） 0525 24 =+++ xxx  
 
（１） 解 vux += とおく。これを与式に代入すると 
       04)(15)( 3 =!+!+ vuvu  整理して 
      0)153)((433 =!++!+ uvvuvu  
      よって 433 =+ vu ， 5=uv を満たす vu, を求めればよい。 

      5=uv より
u

v 5
=  これを代入して 

      4125
3

3 =+
u

u  すなわち 01254 36 =+! uu  

      解の公式より  

      iu 112125423 ±=!±=   iv 1123 m=  
      ここで、 
      ii 112)2( 3 ±=±  なので iviu m2,2 =±=  
      すなわち、 4=+= vux  
      与式を、 )4( !x で割って、 
      0)14)(4(415 23 =++!=!! xxxxx より 
 

      32,4 ±!== xx  

 
（２） 0525 24 =+++ xxx  
 
   解 フェラリの方法により、以下のように変形する。 
     xuxxux 25)5( 224 !=+++  
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  ここで、 

    
u

u 15
4
)5( 2

!=+
+

!  なる uを考える。展開して u4 をかけると 

    420)5( 2 !=++! uuu  整理して 
    04510 23 =!++ uuu  
    カルダ―ノの方法を使うまでもなく、 1!=u はこの式を満たすので、元の方程式    
    は次のように変形される。 

    

22
2 1

2
)5(

!
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#
$
%

& '=!
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#
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& +
+

u
xu

u
x  

    すなわち 

    ( ) ( )222 12 +!=+ xx  

    )1(22 +±=+ xix  
    よって虚数係数の次の２次方程式の解が求めるものとなる。 
    022 =!+! ixix  …① または 022 =+++ ixix  …② 

① の解は 

2
49

2
1

2
)2(4)( 2 i

i
iii

x
+!

±=
!!!±

=  

ここで、 

biai +=+! 49  として、実数 ba, を求める。 

両辺２乗して実数部分、虚数部分を比較することにより、 

922 !=! ba  …③ 
2=ab     …④ 

    971681)(4)()( 222222 =+=+!=+ abbaba  より 
    9722 =+ ba  …⑤ 

    
2
1 (③±⑤)より 

    
2

97218
2
979 +!

±=
+!

±=a ， 
2
97218

2
979 +

±=
+

±=b   

④より ba, は同符号なので複合同順。よって 
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②も同様に解く。解の公式より、 

    
2
49

2
1

2
)2(4)( 2 i

i
iii

x
!!

±!=
+!±!

=  

    biai +=!! 49  
    922 !=! ba  
      2!=ab  …⑥ 

⑥より ba, は異符号なので複合異順。よって 

!
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以上より４つの解が得られた。 
 
問２．５次以上の方程式では解の公式が得られないことは、若き数学者アーベルとガロア

によって証明されました。アーベルとガロアの業績の相違点を明確に示しながら、簡潔に

まとめなさい。 
 
答案。 
アーベルは一般の５次方程式について、係数に代数的な処理（加減乗除と冪乗根）を加

えて、解を得ることは不可能であることを示した。その証明方法は、係数に代数的な処理

をして得られる数の集合に一般の５次方程式の解が含まれているとすると矛盾する（背理

法）ことを利用したものとされている。 
一方、ガロアは一般に方程式の解が代数的に求められる、ということを解の集合の性質

を考察することによって示し、一般の５次以上の方程式の解の集合が代数的に求められな

いことを示した。ガロアの仕事は、置換に関する諸規則を考察しそれを群という概念にま

とめたことにある。この数学的な概念（群論）は単に方程式の代数的な解法の可能性を示

すことに利用されるだけでなく、そのほかのさまざまな処理を数学的に考察する時のきわ

めて有効な理論であることがわかっている。 
 
問３．あなたがイメージする対称性とは何ですか。対称性と持つものと持たないものとで

大きな相違点はなんだと考えますか。簡潔にまとめなさい。 
 
答案。 
対称性とは構造的（空間的）にまたは機能的（時間的）に対となる存在を有すること。 
対称性もつものには中心があり、対称性をもたないものには中心がない。 
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２．「世界の基礎数学① 身近な数学」 数学財団／著 
 

0＜
n
k
＜1の既約分数を考えます。 

6=n のとき 

  
6
1
，
6
5
 だけです。 

15=n のときは 

  
15
1
，
15
2
，
15
4
，
15
7
，
15
8
，
15
11
，
15
13
，
15
14
 となります。 

 
6=n のときの この分数の和は１となり 
15=n のときの これらの分数の和は４になります。 

 
そこで問題です。 

n＞２を分母にもつ正の既約分数 ),1( jkn
xk L=  

をすべて考え、 

  )(
1

n
n
xj

k

k !="
=

 

とするとき )(n! は正の整数になることを証明し、 
その和 )(n! を n  の式で表しなさい。 
 
解。 
１)  nが素数の場合。 

)13,2,1( != nkn
xk L はすべて既約分数だから、 

2
)1(1

1

!
="

!

=

nn
x

n

k
k  よって、

2
1)( !

=
nn"   

２以上の素数はすべて奇数だから 1!n は偶数。 
すなわち、 )(n! は正の整数でその値は上の式であたえられる。 
 

２） nが素数でない場合。 
   nxk <<1  の kx に関して、 

kx が nと互いに素なら、 kxn ! はnと互いに素であり、 

kx が nと共通の約数をもつなら、 kxn ! はnと共通の約数をもつ。 
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・ ・・A を証明する。 
まず、「 kx が nと互いに素なら、 kxn ! は nと互いに素」を背理法で示す。 

「 kx がnと互いに素、でかつ kxn ! は nと共通の約数をもつ」とする。 

kxn ! と nは共通の約数、 lを持つから、 
lmxn k =! 、 mln != 、よって 

)( mmllmmllmnxk !"=!"=!=  
ここに 0!kx だから 0!"# mm で、 kx が nと共通の約数、lを持つことになり矛盾。 
つぎに、「 kx が nと共通の約数をもつなら、 kxn ! は nと共通の約数をもつ。」を

示す。 kx と nの共通の約数を lとすると、 lmxk = 、 mln != だから 
)( mmllmmlxn k !"=!"=! となって、 kxn ! はnと共通の約数をもつ。 

   以上より、Aは示された。そこで、 
 
ⅰ） nが偶数のとき。 

2
1 n
xk << 、 kx はnと互いに素である正の整数とすると、Aより 

)11(1 12121
1

!+!+!+!+!+++++= !"""
=
# nxnxnxnxnxxx

nn
x

jjj

j

k

k LL  

   1)1(
+!=

+!
= j

n
nj

、となり )(n! は正の整数であることが示される。 

ⅱ） nが奇数のとき。 

2
11 !

"<
n

xk 、 kx はnと互いに素である正の整数とするとⅰ）とまったく同様に、 

)(n! は正の整数であることが示される。 
 

以上より、題意は示された。なお素数以外の自然数 nの素因数分解は nの式で一意的に表
せないから、 )(n! は操作的にしか定めることができない。 
 

例題。ⅰ） 7=n のとき、 3
2
17)7( =

!
="  

   ⅱ） 20=n のとき、 5220 2 != であるから、１から９までの整数のうち、２と５の

倍数を除いた、１、３、７、９より 4)20( =!  を得る。 

   ⅲ） 27=n のとき、
3327 = であるから、１から１３までの整数のうち、３の倍数

をのぞいた、１、２、４、５、７、８、１０、１１、１３、より 9)27( =!  
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３「素数に憑かれた人たち リーマン予想への挑戦」 
  ジョン・ダービーシャー／著 松浦俊輔／訳 

 
問１． Ｐ１５１ 図７‐６ において、 )(xLi と )(x! のグラフはこの先どのようにな

っていくと考えられますか。 
 
 答案 

)(xLi と )(x! のグラフはこの先無限回交わる。最初に )(xLi ＜ )(x! となるのは、

3161039822.1 !=x あたりである。ただし、 )(xLi と )(x! は大きく離れることはない。

２つの値の差は、リーマン予想が正しいとした場合、次のファン・コッホの結果に示さ

れた制限内であるとされている。    

)log()()( xxOxLix +=!  

問２． Ｐ３６０（式１９‐６） !
"

##=
0

1)()(log
1

dxxxJs
s

s$  における )(xJ は何を表

しているか、また、 )(xJ を )(xLi で表すとどのようになりますか。 
 
答案 

1) L+++++= )(
5
1)(

4
1)(

3
1)(

2
1)()( 543 xxxxxxJ !!!!!  で表される関数で、

)(x! は任意の実数で定義されている素数個数関数である。この和は )(x! の性質より、無

限個の和ではない。 xが 2より小さくなれば、 )(x! の値は０になるからである。 
 

2) !"
#

$
+$$=
x ttt

dt
xLixLixJ

log)1(
2log)()()( 2

%

%
 と表される。 
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４．「複雑な世界、単純な法則 ネットワーク科学の最前線」 
     マーク・ブキャナン／著 阪本芳久／訳 
 
問１． 隔たり次数の意味を説明しなさい。 

世界の人口が約６０億人とした場合、隔たり次数がいくつで全人口と関係（リン

ク）を持てると論じていますか。またその根拠を述べなさい。 
 
 答案 
 1) 「隔たり次数」とはネットワークを構成する要素間の結びつきを示す言葉。各要素を
点と考えた場合、ある要素から別の要素に至るまでの直線の数である。 

 
2) 世界の人口約６０億人は隔たり次数６で関係が持てる、と論じている。 
 その理由は、①スタンレー・ミリグラムの郵便物の実験結果。 
       ②ワッツとストロガッツの 1998年のグラフによる発見。 
       ③その後のネットワーク科学のさまざまな知見。 
 により示されている、とされる。  

 
問１． 本書では、人との関係で「弱い絆」ができたり、また社会的ネットワーク内でラ

ンダムリンクを何本か入れることで、隔たり次数やネットワークのクラスター化

は一般にどうなると論じていますか。また、これに関連してあなたが思いあたる

身近な例を記しなさい。  
 
 答案 
1) 「弱い絆」やランダムリンクによって、隔たり次数は小さな値になり、ネットワーク
のクラスター化はより進む。つまりクラスターを構成している要素の数は増加する。 

2) 以前、アメリカのプロバイダと契約したら、それ以降英語のスパムメールがたくさん
来るようになり、やがてロシア語、中国語、などのスパムメールが増加した。 
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５．「現代に活かす初等幾何入門」  一松信／著 
 
問１． Ｐ１３でＡ＋Ｂ＋Ｃ＝１８０°から次の４つの関係式が成立することを示しなさい。 

① 
2

cos
2

cos
2

cos4sinsinsin
CBACBA =++  

② 
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos
CBACBA +=++  

③ CBACBA tantantantantantan =++  
④ CBACBA sinsinsin42sin2sin2sin =++  

 
解 以下、三角関数の和を積に直す公式、２倍角の公式、加法定理、 !=++ CBA などを

適宜使う。 

① 
2

cos
2

cos2
2

cos
2

sin2
2

cos
2

sin2sinsin
BACBACBABABA !

=
!

"
#

$
%
&

' !
=

!+
=+

(
 

  
2

cos
2

cos2
2

cos
2

)(
sin2

2
cos

2
sin2

2
2sinsin

CBACBACCCC +
=

+!
=="=

#  

よって、 

  
2

cos
2

cos2
2

cos2
2

cos
2

cos
2

cos2sinsinsin
BACBABACCBA !="

#

$
%
&

' +
+

(
=++  

  
2

cos
2

cos
2

cos4
CBA

=  

② 
2

cos
2

sin2
2

cos
2

cos2
2

cos
2

cos2coscos
BACBACBABABA !

=
!!

=
!+

+
"

＝  

  
2

cos
2

sin21
2

)(
sin
2

sin21
2

sin21
2

2coscos 2 BACBACCCC +
!=

+!
!=!="=

#  

  よって、 

  
2

sin
2

sin2
2

sin21
2

cos
2

cos
2

sin21coscoscos
BACBABACCBA !+="

#

$
%
&

' +
(

(
+=++  

  
2

sin
2

sin
2

sin41 CBA
+=  

③ 
BA
BABABAC

tantan1
tantan)tan())(tan(tan

!

+
!=+!=+!= "  両辺に BA tantan1!  

かけて、整理すると、 BACBAC tantantantantantan !!=!   
すなわち 

  CBACBA tantantantantantan =++  
④ )cos()sin(2)cos()sin(22sin2sin BACBABABA !!=!++ "＝  
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  )cos(sin2 BAC !=   
  )cos(sin2))(cos(sin2cossin22sin BACBACCCC +!=+!== "  
  よって、 
  BACBABACCBA sinsin2sin2))cos()(cos(sin22sin2sin2sin !=+""=++  
  CBA sinsinsin4=  
 
問２． Ｐ１５で、四角形ＡＢＣＤの面積Ｓに関する以下の関係式を証明しなさい。 

辺ＡＢ＝a、BC=b、CD=c、DA=d、対角線 AC=p、BD=q、対角線のなす角をθと
します。 
 

!! tan)(
4
1sin

2
1 2222 cadbpqS ""+==   

 
2222222 )(4

4
1 cadbqp !!+!=  

 
2
1

2

2
cos))()()(( !"

#
$%

& +
'''''=

CAabcddscsbsas  

   （ただし、２ｓ＝a＋ｂ＋ｃ＋ｄ） 
 
解 AC、BDの交点を Oとして、OA＝ 1p 、OC= 2p 、OB= 1q 、OD= 2q  とする。 

=S △ABD＋△CDB＝ !!!! sin
2
1sin)(

2
1sin

2
1sin

2
1

2121 pqqppqpqp =+=＋  …① 

=S △OAB＋△OBC＋△OCD＋△ODA＝ !!! sin
2
1sin

2
1sin

2
1

221211 qpqpqp ++  

  !sin
2
1

21qp+  ここで余弦定理より、 

!cos2

22
1

2
1

11
aqpqp "+

=  
!!" cos2)cos(2

22
1

2
2

22
1

2
2

12
bqpbqpqp #+

#=
#

#+
=  以下同様にして 

!cos2

22
2

2
2

22
cqpqp "+

=  
!cos2

22
2

2
1

21
dqpqp "+

"=  これを与式に代入して、 

( )22
2

2
1

22
2

2
2

22
1

2
2

22
1

2
1cos4

sin dqpcqpbqpaqpS +!!!+++!!!+=
"
"  

 !tan)(
4
1 2222 cadb ""+=  …② 
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①、②より !! tan)(
4
1sin

2
1 2222 cadbpq ""+=  すなわち 

2222cos2 cadbpq !!+="  よって、 !" <<0 であるから、 

!!! sin
2
1

cos1
4
2

)cos2(4
4
1

)(4
4
1 22222222222 pqpqpqqpcadbqp ="="=""+"

すなわち 
2222222 )(4

4
1 cadbqpS !!+!=  

=S △ABD＋△CDB＝ CbcAad sin
2
1sin

2
1

+  であるから両辺２乗して４倍すると、 

CAabcdCbcAadS sinsin2sin)(sin)(4 22222 ++=  …③ 
また余弦定理より、 

CbccbAaddaq cos2cos2 22222 !+=!+=  よって、 
AadCbcdacb cos2cos22222 !=!!+  両辺２乗して４で割ると、 

CAabcdAadCbcdacb coscos2cos)(cos)()(
4
1 222222222 !+=!!+  …④ 

③＋④ より 

)cos(2)()()(
4
1

4 22222222 CAabcdbcaddacbS +!+=!!++  

             !
"

#
$
%

& '
+

'+= 1
2

cos22)()( 222 CAabcdbcad  両辺４倍して 

2
cos16)()22(16 22222222 CAabcddacbbcadS +

!!!+!+=   

ここで、 
222222 )()22( dacbbcad !!+!+  

)22)(22( 22222222 dacbbcaddacbbcad ++!!+!!+++=  
{ }{ }2222 )()()()( cbdadacb !!+!!+=  

))()()(( cbdacbdadacbdacb +!+!+++!+!++=  …⑤   

dcbas +++=2  とすれば、 
⑤＝ ))()()((16)22)(22)(22)(22( dscsbsasdscsbsas !!!!=!!!!  
よって 

2
cos))()()(( 22 CAabcddscsbsasS +

!!!!!=  より 0>S だから両辺の平方を取る

ことにより、与式を得る。 
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問３．Ｐ８９で、三角形の外心 Oを基点とするベクトル 

   =OA a、 =OB b、 =OC c によって、 

   ! a＋ ! b＋! c で表されるベクトルの長さの２乗は 

外接円の半径をＲ、３辺の長さを a、ｂ、ｃとするとき 

｜! a＋ ! b＋! c｜ )()( 222222 cbaR !"#!"##"! ++$++=  

と表されることを示しなさい。 

 

解。｜c‐a｜＝ｂ、｜a‐b｜＝ｃ、｜b ―c｜＝a また、¦a¦=¦b¦=¦c¦=R であるか

ら 

ｂ =2 ｜c‐a｜ =2 c 2
― 2 c a＋a 2

＝
22R ― 2 c a 同様にして、 

ｃ =2 ｜a‐b｜ =2 a 2
― 2 a b＋b 2

＝
22R ― 2 a b 

ａ =2 ｜b‐c｜ =2 b 2
― 2 b c＋c 2

＝
22R ― 2 b c よって 

2 c a＝ 22R ‐ｂ 2
 ， 2 a b＝ 22R ‐c 2  ， 2 b c＝ 22R ‐a 2  そこで、 

 

｜! a＋ ! b＋! c｜ !"#"! 2)( 22222 +++= R ab !"2+ bc !"2+ ca 

)2()2()2()( 2222222222 bRaRcRR !+!+!+++= "#$"#$"$#

)()222( 2222222 cbaR !"#!"##!"#!"#"! ++$+++++=

)()( 22222 cbaR !"#!"##"! ++$++=  
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６．「きっと！すべてがうまくいく」 

    ジェームズ・アレン／著 坂本貢一／訳 

 

問１．本書にはソラマメをまいて小麦の収穫を願うのはどういうことと述べられています

か。それに対するあなたの考えも併せて３００字程度にまとめなさい。 

 
 答案 
 「ソラマメをまいて小麦の収穫を願う」のは「誤った行いを続けながら、神に恵みを求

めて祈るようなこと」だと述べられている。自分の欲しい収穫を得ようとするなら、自

分の心がけ、行いを正しくして日常を送ることが大切で、結果はおのずと現れる。それ

が自然の摂理である、と述べられている。仏教的な因果応報の思想が人間の行動を禁止

の方向から制限するのに対してジェームズ・アレンの思想は内心の行動原理を述べるこ

とによって、より善行を促す方向で述べられている。個人内部の心構えとしては妥当だ

と思われるが、社会的な行動原理としては不十分と思われる。すなわちアレンの思想は

市民生活者のモラルであって為政者の行動原理ではない。（299字） 
 
 
問２． 本書では見開きページ毎にテーゼが記されております。 

たとえば、Ｐ４～５（※）では、「あなたの心は庭のようなもの。耕されることも野

放しにされることもあるが、そこからは必ず何かが生まれてくる。」ことがあります。 
数学コーチャーとして、特に大切と思われるテーゼを本書から１つ選び、その選ん

だ根拠を３００字程度にまとめなさい。 
 
  答案 

1) 選んだテーゼ「あなたのまわりの人たちは、あなたを映し出す鏡である。」p.24 
2) 根拠。数学を教えていて、相手がわからないとき、相手の理解力のなさのせいに
している限り事態は好転しない。自分の教え方が悪い、あるいは工夫が必要だ、

と考えることが自分の仕事を進めるために必要である。相手のせいにしている限

り自分が行うことはなく、それゆえこの学習者のつまずきに対して無力である。

自分に原因があると考えることによって、自分のするべき努力の方向が見え、事

態の改善に対して自信が生まれる。その姿勢が相手の行動に変化を生じさせるこ

とになる。相手がわからないときは、相手を説得し理解を得ようとするより、自

分の姿勢を反省するほうが効果的である。（307字） 


